3o E.Λ. ΗΛΙΟΥΠΟΛΗΣ                                                   Καθηγητής: Σ. Γκράτσος
ΓΕΩΜΕΤΡΙΚΑ  ΘΕΜΑΤΑ  ΚΑΙ  ΠΡΟΕΚΤΑΣΕΙΣ
Ι.   Σαν  πρώτο θέμα θα δούμε τη λύση της άσκησης που υπάρχει στη σελίδα 164 του σχολικού βιβλίου της Γεωμετρίας ( Άσκηση 3 – Γενικές ασκήσεις ).

1) Θεώρημα του Μενελάου(*)

   Στο τρίγωνο ΑΒΓ του διπλανού σχή-ματος η ευθεία (ε) τέμνει τις πλευρές του ΑΒ , ΒΓ, ΑΓ στα σημεία Δ,Ε,Ζ αν-τίστοιχα . Να αποδειχθεί ότι :
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i) Φέρουμε ΒΗ//ΑΓ οπότε :  
[image: image3.wmf]kai

EBBHDAZA

==

EGZGDBHB

  . Πολλαπλασιάζοντας κα-τά μέλη παίρνουμε : 
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   την οποία τέλος πολ/ντας επί 
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   παίρνουμε :
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Αντίστροφα 
   Αν Δ,Ε,Ζ είναι σημεία των πλευρών ΑΒ,ΒΓ,ΑΓ αντίστοιχα τριγώνου ΑΒΓ και τέτοια ώστε να ισχύει :  
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  τότε θα αποδείξουμε  ότι τα σημεία Δ,Ε,Ζ είναι συνευθειακά .

    Πραγματικά αν υποθέσουμε ότι η ΕΔ τέμνει την ΑΓ στο σημείο Ζ΄ τότε :

- Εφαρμόζοντας το Θ. Μενελάου έχου-με :  
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- Από την υπόθεση έχουμε :
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Από (1) και (2) τέλος προκύπτει :  
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*  Μενέλαος ο Αλεξανδρινός : Έλληνας μαθηματικός που έζησε στην Αλεξάνδρεια στα τέλη του 1ου αιώνα. Το σημαντικότερο έργο του είναι τα « Σφαιρικά » ,που κατανέμεται σε 3 βιβλία , και ασχολείται με τη γεωμετρία της σφαίρας. Το θεώρημα που φέρει το όνομά του αποτελεί την επίπεδη μορφή του γενικότερου θέματος της σφαιρικής Τριγωνομετρίας που βρίσκεται στο 3ο βιβλίο των «Σφαιρικών» .
2) Το θεώρημα Ceva(*)

  Σε τρίγωνο ΑΒΓ τα Δ,Ε,Ζ είναι ση-μεία των πλευρών ΑΒ,ΒΓ και ΑΓ αντί-στοιχα . Αν οι ευθείες ΑΕ , ΒΖ και ΓΔ συντρέχουν τότε θα αποδείξουμε ότι ισχύει :
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i)  Αν οι ευθείες  ΑΕ , ΒΖ και ΓΔ  συντρέχουν στο σημείο Κ τότε :

   -  Για το τρίγωνο ΑΕΒ και την ευθεία ΓΚΔ  το Θ. Μενελάου δίνει :
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-  Για το τρίγωνο ΑΕΓ και την ευθεία ΒΚΖ  το Θ. Μενελάου επίσης δίνει :
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 (2) 
-  Πολ/ντας τις (1) και (2) κατά μέλη παίρνουμε :      
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ii) Αντίστροφα τώρα  , αν για τα σημεία Δ,Ε,Ζ των πλευρών τριγώνου ΑΒΓ ισχύει 
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Πραγματικά οι ΒΖ και ΓΔ προφανώς

τέμνονται (;) στο σημείο Κ  εσωτερι-κό του τριγώνου ΑΒΓ.Αν Ε΄το σημεί-ο τομής της ΑΚ με την ΒΓ τότε :

- Εφαρμόζοντας το Θ.Ceva στο για τις συντρέχουσες ευθείες ΒΖ,ΓΔ και ΑΕ΄ έχουμε :
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- Από την υπόθεση όμως έχουμε :
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- Από τις (3) και (4)  τέλος παίρνουμε :  
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* Giovanni Ceva (1648-1734) : Διακεκριμμένος Ιταλός μαθηματικός . Γεννήθηκε στο Μιλάνο και το μεγαλύτερο μέρος της ζωής του το πέρασε στην Mantova σαν μαθηματικός της αυλής του γενικού επιτρόπου του Δουκάτου της Gonzaga.Ασχολή-θηκε ιδιαίτερα με γεωμετρικά θέματα ενώ το παραπάνω θεώρημα προέχει στο έργο του  « περί κέντρου θεωρίες ».
ΙΙ.  Οι προηγούμενες προτάσεις των  Μενελάου –Ceva καθώς και η έννοια του εμβαδού τριγώνου μας επιτρέπουν να αποδείξουμε γνωστές προτάσεις της Γεωμετρίας και της Τριγωνομετρίας .

Πρόταση 1η 
   Οι διάμεσοι τριγώνου περνούν από το ίδιο σημείο (κέντρο βάρους του τριγώνου) .
Πραγματικά αν τα Δ,Ε,Ζ είναι τα μέσα των πλευρών του τριγώνου ΑΒΓ τότε προφανώς ισχύει ότι :
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και επομένως οι διάμεσοι ΑΕ , ΒΖ και ΓΔ συντρέχουν .     
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Πρόταση 2η 
   Τα ύψη τριγώνου ΑΒΓ περνούν από το ίδιο σημείο (ορθόκεντρο του τριγώνου) .
Θεωρούμε τα ύψη ΑΕ=υα και ΒΖ=υβ του τριγώνου ΑΒΓ τα οποία προφανώς (;) τέμνονται σε εσωτερικό σημείο του τριγώνου ΑΒΓ . Τότε :


[image: image25.wmf]22

1

22

2

2.()..

.(1)

a

auaga

aba

ABG==-=

=-


Επίσης :
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Από τις (1) και (2) έχουμε :
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Όμοια   αποδεικνύουμε ότι :   
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Πολλαπλασιάζοντας τις (3) , (4) ,(5)  κατά μέλη έχουμε :    
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Πρόταση 3η 
   Οι διχοτόμοι τριγώνου ΑΒΓ περνούν από το ίδιο σημείο (Έγκεντρο του τριγώνου).  

-   Tα τρίγωνα ΑΒΕ και ΒΔΓ έχουν κοινή τη γωνία Β επομένως :

ΒΔ.ΒΓ=ΑΒ.ΒΕ 
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- Τα τρίγωνα  ΑΕΓ και ΒΖΓ  έχουν κοινή τη γωνία  Γ επομένως :
                 ΖΓ.ΒΓ = ΕΓ.ΑΓ 
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- Τα τρίγωνα τέλος  ΑΒΖ και ΑΔΓ έχουν κοινή τη γωνία Α και έτσι θα έχουμε :
                 ΑΒ.ΑΖ = ΑΔ.ΑΓ 
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- Πολ/ντας τις (1) , (2) , (3) έχουμε  :  
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  δηλ. οι διχοτόμοι των γωνιών του τριγώνου συντρέχουν .
Πρόταση 4 

   Αν Β,Γ είναι γωνίες τριγώνου τότε ισχύει :  ημ(Β+Γ) = ημΒ.συνΓ +συνΒ.ημΓ
   Στο τρίγωνο ΑΒΓ φέρουμε τα ύψη του ΑΔ=υα και ΒΕ=υβ . Τότε ισχύουν :
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Όμως έχουμε ότι :
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2.(ΑΒΓ) = β.υβ = α.υα = γ.υγ = βγημΑ=  αγ.ημΒ=αβ.ημΓ   επομένως  

    ημΒ = 
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Επίσης  θα είναι :  ημΒ.συνΓ = 
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                     και    συνΒ.ημΓ = 
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   (3) 
Προσθέτοντας τις (2) και (3) παίρνουμε : 
  
[image: image45.wmf]2.()2.()

...().

hmsunsunhma

abgabg

ABGABG

BG+BG=DB+DG==


                                         
[image: image46.wmf]2.()

()

hmhm

bg

ABG

==A=B+G


*   Ανάλογα αποδεικνύεται και ο τύπος :  συν(Β-Γ) = συνΒ.συνΓ + ημΒ.ημΓ .
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